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PYTHAGOROVA VETA

Mezi délkami stran kaZdého pravoihlého trojthel-
nika plati pfekvapivé jednoduchy vztah (obrazek 24).

A tak jako mnoho jinych nejlepsich véci v matema-
tice, je to pravé tato obecnost, kterd dava vété silu.

Obr. 24: Pythagorova véta.

Pismenem c je na obrazku 24 oznacena délka pre-
pony — strany proti pravému Ghlu — a pismena a, b
oznacuji délky zbyvajicich dvou stran.
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KAPITOLA 6: PYTHAGOROVA VETA

Zvlastni pripad

Maji-li dvé krati strany délky 3 a 4, pak a* + b* =
=9+ 16 = 25, takZe ¢ musi byt 5.

Myslenku pravoahlého trojdhelnika se stranami 3,
4 a 5 znali babylonsti matematici (dnes je tato oblast
soucdsti Irdku) uz vic nez tisic let pfed Pythagorem.
Jedna starovékd hlinénd tabulka napiiklad obsahuje
geometrickou dlohu, kterou lze interpretovat ndsledu-
jicim zplisobem:

Zebiik o délce 5 jednotek stoji svisle u stény. Horni
konec Zebfiku sklouzne o 1 jednotku doll. Jak da-
leko od zdi se odsune jeho dolni konec?

Obr. 25: Zvlastni pfipad 3-4-5 Pythagorovy véty v knize Johna Ba-
bingtona A short treatise of geometry (Kratké pojednani o geometrii)
z roku 1635.
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Pravothly trojahelnik o strandch 3, 4, 5 je tak dobre
znamy, Ze se obCas zaménuje za samu Pythagorovu
vétu. Presto je to, jak jsme zdiraznili, jen jeden velmi
zvlastni pripad (obrazek 25).

vvvvvv

zvlastni pripad...

Necekané iracionalni

Jsou-li dvé kratsi strany pravothlého trojihelnika
stejné dlouhé, pak jsou délky tfi stran podle Pythago-
rovy véty v poméru 1 : 1 : /2 (obrdzek 26a).

I'to bylo zndmo dlouho pfed Pythagorem. Slavnd ba-
bylonska hlinénd tabulka ozna¢end YBC 7289 z doby
kolem roku 1700 pf. n. 1. ukazuje Ctverec se dvéma
thloptickami a rtizna Cisla zapsand v matematickém
znaceni té doby (obrazek 26b).

45°

45° d

3
(a) (b)

Obr. 26: Jiny zvlastni pfipad Pythagorovy véty.
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Jedno z téch cisel vyjadrujici pomér délky dhlo-
pricky k délce strany md v soucasném desetinném za-
pisu tvar

1,4142128

a od &isla +/2 se 1isi o pouhou jeho jednu miliontinu.
Dulezitost tohoto zvlastniho piipadu prameni z Py-
thagorova objevu, Ze +/2 je iraciondlni, takze podil

délek Ghlopricky a strany ctverce nelze presné vyjad-
fit podilem dvou celych ¢isel.

BN

Obr. 27: Jedna z mala véci, které o Pythagorovi vime pomérné
jisté, je to, Ze zkoumal souvislosti mezi matematikou a hudbou.
Drevoryt z roku 1492 je z knihy Franchina Gaffuria Theoria
musicae (Teorie hudby).
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Jinymi slovy neni mozné najit takovou jednotku
délky, byf sebemensi, aby byly délky ahlopfticky a stra-
ny Ctverce vyjadreny v jejich celociselnych nasobcich.

Pro pythagorejsky svétovy nazor to byl obrovsky
Sok a o staleti pozdéji mél dokonce hluboky vliv na
strukturu Eukleidovych Zdkladii.

Tri dukazy Pythagorovy véty

Zatim jsme Pythagorovu vétu predstavili jako nece-
kan€ jednoduchy vztah mezi tfemi délkami.

Rovnice a® + b* = ¢? oviem ziejmé také vyjadiuje
zvlastni vztah mezi obsahy tii Ctverct, které mizZeme
sestrojit nad stranami trojahelnika (obrazek 28).

Co

b2

Obr. 28: Jiny pohled na Pythagorovu vétu.
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A takovy pohled na véc je ve skutecnosti zdkladem
celé fady riznych dikazi Pythagorovy véty.

,,Dukaz obrazkem*

Usporadejme Ctyfi kopie pivodniho pravothlého
trojahelnika podle obrazku 29a. Uprostied vznikne
¢tverec o obsahu c?.

Ted si ty trojahelniky predstavme jako bilé dlaz-
dice na tmavé podlaze a pfemistéme je do polohy na
obrazku 29b.

b2

(a) ()

Obr. 29: Nejjednodussi diikaz Pythagorovy véty?
Plocha nezakryté trojihelnikovymi dlazdicemi ma

nyni velikost a” + b2, musi v8ak samoziejmé& byt stejné
velka jako predtim, a tedy

a® +b* =
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,Jednoduchy a snadny*

Tento diikaz sice zacind stejnym obrazkem, vyuZiva
vSak trochu algebry.

c2

b a
Obr. 30: Algebraicky dikaz.
Obsah velkého Ctverce na obrazku 30 je
(a +b)> =a’*+2ab + b
Velky ¢tverec se vSak sklddd z mensiho ¢tverce o ob-

sahu ¢? a &tyf trojahelnikd, z nichZ kazdy m4 obsah
%ab. Obsah velkého &tverce je tedy ¢ + 2ab, takze

a’ +b* =
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Nejstarsi jasné vysvétleni tohoto diikazu jsem na-
Sel v knize Johna Warda The young mathematician’s
guide: being a plain and easie introduction to the
mathematics, in five parts (Privodce mladého matema-
tika: jednoduchy a snadny Gvod do matematiky v péti
¢astech) z roku 1707, ktera byla ve své dobé jednou
z nejoblibenéjsich a nejproddvanéjSich knih o mate-
matice (obrazek 31).

Thefe things being premifed, ler us fppole, the Triangk
BCH 1o bea Right-angled Triangle. Viz. the Side € per-
gendicular to the Side B. Then will BB -- CC=HH,

Demonration.

Make a Sguare whole Side - oo
s = B+C, and drawthe ¢ .
included Sgware whofe Side :
is = H, as in the Scheme. =
Thmwi.fll,hezfnlof the gress ' -HH

ware, be equal to the Area : 5

et dlodd ool i A T
bun the drea of A=4BC. ! ﬁ ('nd
Per Lemma 3. Therefore : € % B

the 4AY=1BCH 4 = 2BC.
Confequently, the Area of the
grear Square 18 HH - 2BC.
Involve B4-C, and it will
be BB - 2BC-+CC = the :
[ nr tht gﬂt S!"ﬂf. P“ CELELE RPN TR R T

Lemima 2.

Confequently HH -\- 2BC — BB +-2BC - CC. Per Axiom 5.
Subftrat 2BC from both Sides of the Equarionand there will
Remain HH = BB - CC. Q E. D,

B e

At
i

BB

POIRREYEAAEE B
TTTE el

wras

Obr. 31: Z knihy Prdvodce mladého matematika.
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Pythagoras v Ciné?

Podobna, a presto jind ivaha vyuziva obrazku 32.

Opét jsou tu Ctyfi kopie puvodniho trojihelnika,
z nichZ kazdy ma obsah %ab, ale tentokrat jsou umis-
tény uvniti’ Stverce o obsahu ¢? tak, Ze uprostfed po-
nechdvaji maly ¢tverec o obsahu (a — b)>.

(a-b)?

Obr. 32: Dalsi algebraicky diikaz.
Plati tedy (a — b)? + 2ab = ¢?, a protoze (a — b)* =
=a’® — 2ab + b*, dostdvame opét

a’+b* =%

Obrazek pouzity v tomto dukazu lze zfetelné uvi-

dét v jednom z nejstarSich a nejproslulejsich ¢inskych
matematickych texti Cou-pi suang ting (obrazek 33).
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Obr. 33: Z kopie textu Cou-pi vyti§téné za mingské
dynastie v roce 1603.

Protoze Cou-pi pochdzi mo7nd uz z 11. stoleti
pr. n. 1., uvadi se nékdy jako jeden z prvnich ,,dikazi*
Pythagorovy véty. PreloZit a vysvétlit doprovodny text
je ovSem nesmirné obtiZné a specialisté na historii ¢in-
ské matematiky se dosud neshodli na jeho skute¢ném
vyznamu (Poznamky, strana 247).

V kazdém piipadé plati, Ze dikaz v Eukleidovych
Zdkladech se 1i8i od vseho, co jsme dosud vidéli.

A néktefi by fekli, Ze je trochu désivy...
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ZAMILOVANY DO GEOMETRIE?

V knize Brief lives (Strucné Zivotopisy) od Johna
Aubreye je slavnd pasdz o filozofovi ze 17. stoleti
Thomasi Hobbesovi.

Bylo mu uz 40, kdyz obratil pozornost ke geometrii,
a stalo se to ndhodou. Kdyz byl v panské knihovné,
lezely tam oteviené Eukleidovy Zaklady, konkrétné
47. tvrzeni v knize |. Pfecetl si tvrzeni. ,MUj Boze,”
zvolal (ob¢as se pro zdlraznéni zapfisahal), ,to je

nemozZnél

: ¥
.lf"hff; ™ T :m-r.." r)riré.r‘. Jarer varvlesé.
Obr. 34: Eukleiduv diikaz Pythagorovy véty.
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Tvrzeni 47 v prvni knize Eukleidovych Zdkladii
neni nic jiného nez Eukleidova formulace a dikaz
Pythagorovy véty (obrazek 34) a mnozi lidé shleddvaji
Eukleidiv obrazek dosti odstrasujicim. (Mne v mych
deseti letech v roce 1956 rozhodné désil.)

Hobbes vsak reagoval zcela jinak, a tfebaZe se mu
samo tvrzeni zddlo téméf neuvéritelné, nepolevil a pro-
chézel dikaz krok za krokem, dokud nebyl o jeho
spravnosti presvédcen.

A podle Aubreye se diky tomu

zamiloval do geometrie.

Rozhodné stoji za to Eukleidv dikaz provést. Nej-
prve se vSak musime trochu podrobnéji podivat na
celou tu myslenku obsahu.

Obsah trojuhelnika

Obecny vzorec pro obsah trojihelnika je zndzornén
na obrazku 35.

o0lsah=
A saklactne,

Z
x VY Tko,

——palklaclne, —>

Obr. 35: Obsah trojuhelnika.
Mtizeme ho snadno dokazat, kdyZ dany trojahelnik

rozdélime vyskou na dva pravothlé trojihelniky. Jak
jsme vid€li v 5. kapitole, kaZzdy z nich ma obsah rovny
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poloviné soucinu vysky a zdkladny. KdyZ je tedy se-
¢teme, dostaneme pozadovany vysledek.

A pokud je situace jako na obrazku 36b s tupotihlym
trojihelnikem, vysledek opét dostaneme, jen s tim roz-
dilem, Ze misto s¢itdani musime obsahy trojihelnikt od
sebe odecist.

C

Obr. 36: Stejny obsah!

ProtoZe oba trojiihelniky na obrazku 36 maji stejnou
vysku A a stejnou zdkladnu A B, maji i stejny obsah,
a to zistane v platnosti bez ohledu na to, jak daleko
doprava posuneme bod C, pokud ho budeme posouvat
po piimce rovnobézné s A B, takze vyska h se nezméni.

To byl zfejmé jeden z prvnich geometrickych vy-
sledkt, které zapusobily na Isaaca Newtona v dobé
jeho studif na univerzit¢ v Cambridgi.

Podle dobového svédectvi totiz zacal Cist Euklei-
dovy Zdklady v roce 1663, ale ivodni tvrzeni povazo-
val za tak trividlni, Ze se

divil, jak v@ibec nékoho mohlo bavit psat jejich da-
kazy.

Presto mu, tak jako vétSiné z nds, vysledek na ob-
rdzku 36 rozhodné nepfipadal samoziejmy.

A je zajimavé, Ze prave tento vysledek mél pozdéji
hrat vyznamnou roli v jeho zkoumadni pohybu planet,
coz jesté uvidime.
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Prozatim je to vSe, co potfebujeme, abychom se
mohli pustit do Eukleidova velmi osobitého ditkazu
Pythagorovy véty.

Eukleidiv dukaz Pythagorovy véty

Zacneme tim, Ze na obrazku 37 sestrojime tfi Ctverce
nad stranami pravothlého trojahelnika, a pak nakres-
lime tGsecku C E kolmou k pfeponé A B a jeji prisecik
s AB oznacime D.

E

Obr. 37: Myslenka Eukleidova dikazu.

Zakladni myslenkou je dokézat, Ze svétle vybarveny
¢tverec a svétle vybarveny obdélnik maji stejny obsah.
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Stejnym zplGsobem pak odidvodnime, Ze i tmavé
vybarveny Ctverec a tmaveé vybarveny obdélnik maji
stejny obsah.

C

Zacneme polovinou svétle vy-
A B barveného ctverce.

Pfesuneme vrchol trojahelnika
z bodu C do bodu A, pii¢emz
zakladnu trojahelnika (vyznace-
nou silnou ¢arou) zachovame.

Otocime trojahelnik o 90° do-
leva kolem bodu B.

m Pfi zachovani zdkladny tohoto

trojahelnika (vyznacené silnou
¢arou) presuneme vrchol z bodu
C do bodu D.

Obr. 38: Jadro Eukleidova dikazu (téz strana 18, 42 a 185).
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Z toho ihned plyne, Ze soucet obsahti obou mensich
¢tverct je roven obsahu ¢tverce nad preponou, a véta
je tim dokazéna.

Klicové tedy je dokazat tvrzeni o svétle vybarveném
¢tverci a obdélniku na obrazku 37.

K tomu Gcelu se zaméfime na polovinu svétle vy-
barveného Ctverce (obrazek 38).

Krésa diikazu spociva v tom, Ze kazdy krok na ob-
razku 38 zachovava velikost vybarveného obrazce,
takZe vybarveny trojahelnik na konci mé stejny obsah
jako stejné vybarveny trojihelnik na zacédtku. A kdyz
oba zdvojime, dostaneme hledany vysledek.

Jediny ponékud neformélni krok — otoCeni trojihel-
nika 0 90° kolem bodu B — miZeme odtivodnit presné
tim, Ze oba trojihelniky jsou shodné podle véty sus,
protoZe thel pfi vrcholu B v obou trojthelnicich je
souctem thlu ABC a pravého thlu.

47



ovy vety

371 dukazu pythagor

Elisha Scott Loomis z Clevelandu v Ohiu
vydal v roce 1927 knihu obsahujici
230 dikazt Pythagorovy véty...




Pythagoras Was Right;

Schoolgirl Proves It!

South Bead, Ind., Oct. 27.—UF—
. . | | Ann Condit, junior in Central High
Ve druhém vydani z roku School here, wes credited today

1940 pocet duikazi vzrostl &mﬁm&':'u;':‘;wm_wt af

na 371. Mezi nimi byl ‘This trle proposition, orig-
o G % 2 S 2 Inated the Creek philosopher,
1 dikaz Sestnéctileté Pythagoras, Is that the square of

studentky z Indiany... }-Ih;-ﬂun:%;uuui:n;;; :’ahﬂ:;‘m
of the squares of the two shorter
sides.

The solution ls the only one In
which the middle point of the
hypotenuse of the triangle under
consideration Is the origin of all
auxiliary lines and trinngles.

Z novin Indianapolis Star
z 28. fijna 1938

College v roce 1944

(Poznamky, strana 247)



